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К ВОПРОСУ О СВЯЗЯХ МЕЖДУ 
ИНТЕГРИРУЕМЫМИ ИЕРАРХИЯМИ 

 
Показано, что уравнения КдФ, мКдФ, Калоджеро — Дегаспериса 

(экспоненциальное и эллиптическое), синус-Гордон, Буссинеска, НУШ, 
Тоды и Вольтерра могут быть получены друг из друга с помощью цепо-
чек дискретных симметрий. Фундаментальную роль при этом играет 
уравнение КП. 

 
We demonstrate that such distinct equations as the KdV, mKdV, NLS as 

well as the Calogero–Degasperis, Toda and Volterra equations can generated 
from each other via the discrete symmetries chains. Interestingly, the key in-
gredient in this process is none other but the famous KP equations. 
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частных производных, точные решения, полная интегрируемость. 
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Введение 
 

Нелинейные интегрируемые иерархии обладают чрезвычайно бо-
гатым набором удивительных математических свойств: бесконечный 
набор законов сохранения, пары Лакса (представление нулевой кри-
визны), преобразования Дарбу — Бэклунда (суперсимметрия), преоб-
разования Лапласа — Шлезингера (и ассоциированные с ними JS- и  
JT-системы, определяемые йордановскими алгебрами), формализм об-
ратной задачи, билинейный формализм Хироты, свойство Пенлеве (в 
многомерном случае — анализ сингулярных многообразий), вершин-
ные операторы, алгебры Каца — Муди и Вирасоро, метод Уолквиста — 
Эстабрука, и это еще не полный список. Такой набор разнородных ма-
тематических структур делает естественным предположение о том, что 
все эти свойства отражают наличие некоторой фундаментальной и по-
ка не открытой глобальной структуры, определяющей свойство интег-
рируемости — структуры, из которой с необходимостью получаются 
все перечисленные свойства. Здесь уместна аналогия с электродинами-
кой: скажем, два на первый взгляд несвязанные явления — безмассо-
вость фотона и закон сохранения электрического заряда — с необхо-
димостью одновременно следуют из наличия группы калибровочных 
симметрий U(1). В случае интегрируемых систем такая «калибровочная 
группа», способная объяснить с единой позиции все «солитонные» чу-
деса, пока не найдена.  
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В данной работе мы попробуем показать, что главным составным 
элементом этой фундаментальной структуры являются преобразова-
ния Дарбу (ПД). Более аккуратно: по-видимому, именно эти преобра-
зования позволяют понять феномен пар Лакса и свойство Пенлеве в 
едином контексте. Более того, ПД (сформулированные на языке оде-
вающих цепочек дискретных симметрий) позволяют не только строить 
точные решения интегрируемых моделей (в форме крамовских опре-
делителей), но и размножать интегрируемые иерархии, сохраняя при 
этом все главные свойства, например свойство Пенлеве. Еще раз, ис-
пользуя аналогию с электродинамикой, можно сказать, что такие ие-
рархии естественно считать одной, фундаментальной иерархией, запи-
санной в «различных калибровках». 

Подчеркнем, что работа представляет вариант эссе на тему, озна-
ченную в заголовке. Мы фактически не приводим явного вида обсуж-
даемых уравнений, поскольку включение их в текст превратит неболь-
шое эссе в небольшую монографию. 

 
1. Одевающие цепочки и модифицированные уравнения КдФ 

 
Не будет преувеличением сказать, что все известные примеры по-

тенциалов уравнения Шрёдингера, для которых известны аналитиче-
ские решения, могут быть получены с помощью ПД двумя способами: 
путем применения ПД к известному интегрируемому потенциалу или 
комбинацией последовательности ПД и дополнительного условия, га-
рантирующего форм-инвариантность. Для реализации второго спосо-
ба удобно использовать не ПД в стандартном виде, а одевающие це-
почки дискретных симметрий, открытые в [1]. Наложение условия за-
мыкания на цепочки, содержащие N звеньев, позволяет единым обра-
зом получать интегрируемые потенциалы, начиная от гармонического 
осциллятора и кончая потенциалами, выражающиеся через трансцен-
денты Пенлеве и их обобщения. 

Для нас важно то, что формализм одевающих цепочек позволяет 
строить иерархии интегрируемых нелинейных уравнений. А. Б. Бори-
сов и С. А. Зыков [2] предложили метод размножения интегрируемых 
уравнений, который был опробован ими на уравнениях КдФ и синус-
Гордон. Основная идея метода заключается в следующем: уравнение 
(например, КдФ) записывается в виде условия совместности двух урав-
нений L и A, одно из которых квадратично по зависимым переменным. 
Используя далее ковариантность пары относительно ПД (как примера 
дискретной симметрии), строим вторую пару уравнений L и A. Исклю-
чая потенциалы по отдельности из двух L- и A-уравнений, получаем 
два уравнения, названные в [2] x- и t-цепочками соответственно. Если 
исключить потенциал из L и A, то мы получим мКдФ (заметим, что тем 
самым полностью прояснена природа подстановки Миуры). В свою 
очередь, x- и t-цепочки могут быть двумя способами преобразованы в 
пару Лакса для мКдФ, ПД для которых уже известно. Повторяя проце-
дуру, мы будем порождать новые уравнения вместе с их LA-парами. 
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Так были построены второе и третье уравнения мKдФ. Первое точеч-
ной заменой сводится к экспоненциальному уравнению Калоджеро — 
Дегаспериса [3], а второе содержит эллиптическое уравнение тех же 
авторов. Аналогичный подход можно развить и для значительно более 
сложных (1  2)-мерных нелинейных уравнений. Например, в работе [4] 
одевающая процедура была успешна реализована для уравнений КП и 
БЛП. Таким образом, уравнения КдФ, мКдФ и два уравнения КД полу-
чаются друг из друга (вместе со своими иерархиями) с помощью пре-
образования Дарбу и могут рассматриваться как одно уравнение (одна 
иерархия), записанное в разных калибровках. 

 
2. Уравнение синус-Гордон 

 
 Поскольку иерархия мКдФ включает в себя и знаменитое уравне-

ния синус-Гордон (СГ), естественно поискать прямую связь КдФ и СГ. 
Такая связь действительно обнаружена. Например, согласно [5], ис-
пользуя преобразование Дарбу, можно перейти от одномерного урав-
нения Шрёдингера, связанного с иерархией КдФ, к матричному супер-
симметричному гамильтониану. Суперзаряд («квадратный корень» из 
супергамильтониана) оказывается при этом оператором, генерирую-
щим иерархию мКдФ. Как известно, в эту иерархию входит и уравне-
ние синус-Гордон. В [5] указано, что если дополнить традиционные 
члены иерархии КдФ низшими уравнениями, то первое низшее КдФ 
связано с уравнением синус-Гордон преобразованием Миуры (в [5] 
речь идёт об уравнении sinh-Гордон, но это не меняет сути дела). Та-
ким образом, уравнение синус-Гордон может быть названо первым 
низшим мКдФ, а значит, его LA-пара и преобразование Дарбу могут 
быть найдены из LA-пары и преобразования Дарбу для уравнения 
КдФ. Эта программа была реализована в работе [6], где было показано, 
что все цепочки, изученные в [2], могут быть получены из уравнения 
КдФ.  

 
3. Свойство Пенлеве 

 
Использование метода одевающих цепочек в теории нелинейных 

уравнений, возможно, способно пролить свет на еще одно интересное, 
но не до конца понятое характерное свойство, которым обладают чле-
ны интегрируемых иерархий — свойство Пенлеве. Суть дела заключа-
ется в следующем наблюдении: процедура построения интегрируемых 
уравнений из одевающей цепочки КдФ приводит к LA-парам, квадра-
тично нелинейным по вспомогательным полям. Например, уравнение 
мКдФ записывается как условие совместности двух скалярных уравне-
ний, одно из которых — уравнение Риккати. Это означает, что подвиж-
ными особенностями вспомогательных полей по переменной x могут 
быть только полюсы. A–уравнение линейно, поэтому это свойство со-
храняется и по переменной t. Вспомогательные поля, в свою очередь, 
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удовлетворяют второму уравнению мКдФ (которое, напомним, после 
точечной экспоненциальной замены сводится к экспоненциальному 
уравнению Калоджеро — Дегаспериса). Таким образом, связь уравне-
ния КД (и значит, всей его иерархии) со свойством Пенлеве становится 
очевидной, что непосредственно следует из способа построения этого 
уравнения. То же относится и к иерархии эллиптического КД. Следова-
тельно, возникает естественная мысль, что свойство Пенлеве может 
быть получено как следствие суперсимметричной связи между иерар-
хиями (или, иначе, того факта, что все они порождены одевающими 
цепочками) и наличием LA-пары для «иерархии-источника», например 
для иерархии КдФ. Связь свойства Пенлеве с наличием LA-пары и пре-
образованиями Беклунда известна и используется в методе сингуляр-
ных многообразий. Метод одевающих цепочек устанавливает анало-
гичную связь, но «в обратную сторону»: от LA-пар и преобразований 
Дарбу к свойству Пенлеве, а не наоборот. 

 
4. Алгебры Каца — Муди 

 
В работе [7] показано, что преобразование потенциалов, для кото-

рых решения уравнения Шрёдингера связаны ПД, обладают групповой 
структурой. Рассматривались бесконечно малые вариации суперпотен-
циала и выделялись три основных типа генераторов, соответствующих 
таким преобразованиям. На следующем этапе исследовались много-
кратные коммутаторы и показано, что все линейно независимые гене-
раторы объединяются в три бесконечных набора генераторов, пара-
метризованных двумя индексами. Эти генераторы образуют подалгеб-
ру Каца — Муди группы SU(2). Таким образом, появление данной ал-
гебры непосредственно связано именно с ПД. 

 
5. Нелинейное уравнение Шрёдингера и уравнение КП 

 
НУШ, помимо ПД, допускает другой важный тип дискретных сим-

метрий — преобразования Шлезингера (ПШ). Удивительным фактом 
является то, что цепочки, образованные из последовательных ПШ, ока-
зываются знаменитыми цепочками Тоды! Другими словами, вся теория 
цепочек Тоды может быть построена из теории НУШ. Второе замеча-
тельное следствие связано с одевающими цепочками для уравнений 
Тоды. Оказывается, эти цепочки замкнуты, а роль модифицированных 
уравнений Тоды играют знаменитые уравнения Вольтерра [8]! Все эти 
наблюдения вполне вписываются в рамки нашей гипотезы о том, что 
все интегрируемые уравнения суть одно уравнение, «отраженное в бес-
конечном количестве зеркал», связанных изоспектральными симмет-
риями. Однако существует ли связь между НУШ и иерархией КдФ? От-
вет: да! Такая связь была недавно обнаружена в работах П. Дюбара, 
П. Гайлара, К. Клейна и В. Матвеева (см., например: [9]).  

Основная цель авторов была несколько иной — они пытались по-
строить высшие бризеры Перегрина (волны-убийцы) для НУШ (см.: [10]). 
Непосредственное применение ПД к солитону Перегрина давало тож-
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дественный нуль, поэтому авторы развили чрезвычайно оригинальную 
методику и попутно установили связь НУШ (точнее, уравнения Гросса — 
Питаевского) с уравнениями Кадомцева — Петвиашвили. Отсылая чи-
тателей за подробностями к этим работам, отметим только, что на этом 
пути открывается заманчивая возможность свести ПШ к ПД путем на-
ложения редукций очень специально вида. Нам же осталось отметить, 
что КдФ является одномерным пределом уравнений КП. Сюда же 
можно вложить и уравнение Буссинеска.  

 
Заключение 

 
Таким образом, все уравнения, которые обсуждались в данной ра-

боте, могут получены из уравнений КП. Означает ли это, что КП и яв-
ляется искомым фундаментальным уравнением? На наш взгляд, это 
(увы!) не так. Вне рамок обсуждения остались уравнения Дэви — Стю-
артсона [11], уравнения БЛП [12], двумерные модифицированные 
уравнения мКдФ [13], уравнения Веселова — Новикова [14]. На самом 
деле существуют определенные, но более спекулятивные связи этих 
иерархий с иерархией КП, которые мы здесь не обсуждаем. В заключе-
ние мы хотим высказать следующее предположение: фундаментальное 
единое уравнение, вероятнее всего, должно быть дискретным (как раз-
ностное уравнение Хироты). За этот факт говорит многое, однако мы 
оставим нашу мотивацию до следующей публикации. 
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ИМПАКТОННОЕ РЕШЕНИЕ ДЛЯ ВИХРЕВОЙ НИТИ 

 
Показан новый метод построения точных решений, описывающих 

форму вихревых нитей и основанный на применении бинарного преобра-
зования Дарбу к решениям нелинейного уравнения Шрёдингера. Постро-
ен новый тип решений — импактон — и вычислены кривизна и круче-
ние соответствующей вихревой нити. 

 
A new way of construction of exact solutions describing the shape and 

the dynamics of vortex filaments is described. The new method is based on ap-
plication of a binary Darboux transformation to the solutions of the nonlinear 
Schrödinger equation. A new type of solutions is constructed: the impacton. 
The explicit form of the curvature and torsion of corresponding vortex fila-
ment are calculated. 

 
Ключевые слова: вихревые нити, нелинейное уравнение Шрёдингера, 

преобразование Дарбу, импактон. 
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